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Abstract
Let N be the set of positive integers and A a subset of N. For n ∈ N, let p(A, n) denote the
number of partitions of n with parts inA. In the paper J. Number Theory 73 (1998) 292, Nicolas et al.
proved that, given any N ∈ N and B ⊂ {1, 2, . . . , N}, there is a unique setA = A0(B, N), such that
p(A, n) is even for n > N . Soon after, Ben Saı¨d and Nicolas (Acta Arith. 106 (2003) 183) considered
σ(A, n) = ∑d |n,d∈A d , and proved that for all k ≥ 0, the sequence (σ (A, 2kn) mod 2k+1)n≥1 is
periodic on n. In this paper, we generalise the above works for any formal power series f in F2[z]
with f (0) = 1, by constructing a set A such that the generating function fA of A is congruent to f
modulo 2, and by showing that if f = P/Q, where P and Q are in F2[z] with P(0) = Q(0) = 1,
then for all k ≥ 0 the sequence (σ (A, 2kn) mod 2k+1)n≥1 is periodic on n.
© 2003 Elsevier Ltd. All rights reserved.
1. Introduction
On note par N l’ensemble des entiers strictement positifs, A un sous-ensemble de N et
par A(x) sa fonction de compte de´finie comme suit
A(x) = Card{a : a ≤ x, a ∈ A}. (1)
Si A = {n1, n2, . . .} ⊂ N (avec n1 < n2 < · · ·), alors p(A, n) de´signe le nombre de
partitions de n dont les parts appartiennentA, c’est le nombre de solutions de l’e´quation
n1x1 + n2x2 + · · · = n,
ou` x1, x2, . . . de´signent des entiers positifs ou nuls. Par convention, on pose p(A, 0) = 1
et p(A, n) = 0 pour n < 0. La fonction ge´ne´ratrice associe´e a` l’ensemble A s’e´crit
FA(z) =
∞∑
n=0
p(A, n)zn =
∏
a∈A
1
1 − za . (2)
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Par la suite, on notera par χ(A, n) la fonction caracte´ristique de A
χ(A, n) =
{
1 si n ∈ A
0 si n /∈ A. (3)
Pour n ≥ 1, on de´signe par
σ(A, n) =
∑
d |n
χ(A, d)d =
∑
d |n,d∈A
d. (4)
Dans les articles [6] et [7], on montre que si B = {b1, . . . , bk} = ∅ (avec 1 ≤ b1 < · · · <
bk) est un sous-ensemble fini de N, N ≥ max B , alors il existe un ensemble uniqueA ⊂ N,
tel que
A ∩ {1, 2, . . . , N} = B, (5)
et
p(A, n) ≡ 0 (mod 2) pour tout n ∈ N, n > N. (6)
On note cet ensemble par A = A0(B, N). La construction de A0(B, N) se fait par
re´currence (cf. [6, 7]): si, pour n ≥ 1, on pose
An = A ∩ {1, 2, . . . , n}, (7)
alors
AN = A ∩ {1, 2 . . . , N} = B. (8)
Si n ≥ N + 1 etAn−1 de´fini par (7), alors p(A, m) est pair pour tout N + 1 ≤ m ≤ n − 1.
On a
n ∈ A, n ≥ N + 1 p(An−1, n) est impair. (9)
D’apre`s cette construction, on a pour tout n ≥ N + 1
si n ∈ A, p(A, n) = 1 + p(An−1, n),
si n /∈ A, p(A, n) = p(An−1, n).
Dans [7], on de´finit le polynoˆme caracte´ristique P ∈ F2[z] associe´ a` A = A0(B, N) par
P(z) =
∑
0≤n≤J
εnz
n, (10)
ou` J de´signe le plus grand entier tel que p(A, J ) soit impair et εn ve´rifie la relation
p(A, n) ≡ εn (mod 2), εn ∈ {0, 1}, 0 ≤ n ≤ J. (11)
Soient A(z) =∑∞n=0 anzn ∈ Z[[z]] et B(z) =∑∞n=0 bnzn ∈ Z[[z]] deux se´ries formelles a`
coefficients entiers. Si M est un nombre entier positif, on dit que A ≡ B (mod M) si, pour
tout n ≥ 0, on a an ≡ bn (mod M). Par (2), (6), (10) et (11), le polynoˆme caracte´ristique
P ve´rifie la relation suivante
FA(z) ≡ P(z) (mod 2). (12)
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Soit maintenant f (z) = ∑∞n=0 εnzn , avec εn ∈ {0, 1} et ε0 = 1. Par un proce´de´ voisin de
celui utilise´ dans la construction de A0(B, N), on peut montrer qu’il existe un ensemble
unique A( f ) ⊂ N tel que
FA( f )(z) =
∏
a∈A( f )
1
1 − za =
∞∑
n=0
p(A( f ), n)zn ≡ f (z) (mod 2) (13)
autrement dit
p(A( f ), n) ≡ εn (mod 2), n = 1, 2, 3, . . . . (14)
En effet, pour n = 1,
p(A( f ), 1) =
{
1 si 1 ∈ A( f )
0 si 1 /∈ A( f )
et donc, par (14),
1 ∈ A( f ) ε1 = 1. (15)
Ensuite, supposant les e´le´ments de A( f ) connus jusqu’a` n − 1, on pose (A( f ))n−1 =
A( f ) ∩ {1, 2, . . . , n − 1} et (9) devient, par (14)
n ∈ A( f ) p((A( f ))n−1, n) ≡ 1 + εn (mod 2). (16)
Soit P un polynoˆme de degre´ J . En conside´rant P comme une se´rie formelle dont les
coefficients d’indice supe´rieurs a` J sont nuls, on peut de´finir A(P) par (15) et (16).
Les rapports entre A(P) et A0(B, N) de´fini par (5) et (6) sont les suivants: e´tant donne´
B ⊂ {1, 2, . . . , N}, on construit le polynoˆme caracte´ristique par (10) et (11); par (11) et
(16) (pour les n ≤ N) et par (9) et (16) (pour les n > N), on voit que A(P) = A0(B, N).
Re´ciproquement, si on se donne un polynoˆme P ∈ F2[X] de degre´ J , alors, pour tout
N > J , en posant BN = A(P) ∩ {1, 2, . . . , N}, on a A0(BN , N) = A(P).
Dans [1] (cf. aussi [3]), la proprie´te´ suivante a e´te´ donne´e pour A(P) lorsque P est
un polynoˆme: pour tout k ≥ 0, la suite (σ (A(P), 2kn) mod 2k+1)n≥1 est pe´riodique de
pe´riode Tk , autrement dit
σ(A(P), 2k(n + Tk)) ≡ σ(A(P), 2kn) (mod 2k+1). (17)
La pe´riode Tk a les proprie´te´s suivantes: pour tout k ≥ 0,
Tk est impair, Tk divise Tk+1, pour k ≥ k0, Tk = T fixe´. (18)
En appliquant la formule d’inversion de Mo¨bius a` (4), les proprie´te´s (17) et (18) permettent
de calculer la fonction χ(A, n) de´finie en (3) et ainsi, de de´terminer les e´le´ments de
l’ensemble A(P) (cf. [2, 8] et [4]). Dans cet article, nous nous proposons d’e´tudier
l’ensemble A(P/Q) ou` P, Q ∈ F2[z] sont deux polynoˆmes tels que
P(0) = Q(0) = 1, (P, Q) = 1. (19)
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La division de P par Q dans F2[z] donne
f (z) = P(z)Q(z) =
∞∑
i=0
εi z
i , εi ∈ {0, 1}.
On construit l’ensemble A( f ) = A(P/Q) par (15) et (16). La fonction ge´ne´ratrice
FA(P/Q) associe´e a` A(P/Q) ve´rifie, par (13), la relation
FA(P/Q)(z) =
∞∑
n=0
p(A(P/Q), n)zn ≡ P(z)Q(z) (mod 2). (20)
Dans la Section 2 (The´ore`me 2.1), on montre que pour tout P, Q ∈ F2[z] satisfaisant
(19), il existe un polynoˆme U ∈ F2[z],U(0) = 1 tel que les ensembles A(P/Q) et
A(U) diffe`rent par un ensemble d’entiers de la forme 2h L, h ∈ N. Dans la Section 3
(The´ore`me 3.1), on montre que pour tout k entier positif, la suite (σ (A(P/Q), 2kn) mod
2k+1)n≥1 est pe´riodique. Si on note par qk la plus petite des pe´riodes, on a qk divise qk+1
et pour tout k ≥ k0, on a qk = ppcm(Tk, L) = q , ou` Tk de´signe la plus petite des pe´riodes
de la suite (σ (A(U), 2kn) mod 2k+1)n≥1.
2. Construction deA(P/Q) a` partir deA(U)
On appelle ordre du polynoˆme Q dans F2[z] le plus petit entier L > 0 tel que Q(z)
divise 1 + zL dans F2[z] (cf. [9], Chapter 3).
The´ore`me 2.1. Soient P, Q ∈ F2[z] satisfaisant (19), et A(P/Q) l’ensemble de´fini par
(20). Si on note par L l’ordre de Q dans F2[z], alors il existe un polynoˆme unique
U ∈ F2[z],U(0) = 1, tel que, en de´finissantA(U) par (15) et (16)
• 1e`me cas: s’il existe un entier h ≥ 0 tel que {L, 2L . . . , 2h−1 L} ⊂ A(U) et
2h L /∈ A(U), alors on a
A(P/Q) = A(U)\{L, 2L, . . . , 2h−1 L} ∪ {2h L}, (21)
l’ensemble {L, 2L, . . . , 2h−1 L} e´tant vide lorsque h = 0.
• 2e`me cas: si, pour tout h ≥ 0, 2h L ∈ A(U) alors
A(P/Q) = A(U)\{∪∞i=02i L}. (22)
De´monstration. D’apre`s la de´finition de l’ordre d’un polynoˆme, il existe W ∈ F2[z]
tel que
1 − zL = Q(z)W (z). (23)
D’apre`s (23) et (20), la fonction ge´ne´ratrice associe´e A(P/Q) s’e´crit
FA(P/Q)(z) ≡ P(z)Q(z) ≡
U(z)
1 − zL (mod 2), (24)
avec U(z) = P(z)W (z) ∈ F2[z].
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• 1e`me cas. Si L /∈ A(U), on a, par (2), (13) et (24)
FA(U )∪{L}(z) = FA(U )(z)1 − zL ≡
U(z)
1 − zL ≡ FA(P/Q)(z) (mod 2)
et, par la proprie´te´ caracte´ristique (13),A(P/Q) = A(U)∪{L}. De meˆme, si 2h L /∈
A(U) et {L, 2L, . . . , 2h−1 L} ⊂ A(U), on pose A′ = A(U)\{L, 2L, . . . , 2h−1 L} ∪
{2h L}, et l’on a par (2), (13) et (24)
FA′(z) = FA(U )(z) (1 − z
L)(1 − z2L) · · · (1 − z2h−1 L)
(1 − z2h L)
≡ FA(U )(z) (1 + z
L)(1 + z2L) · · · (1 + z2h−1 L)
(1 − z2h L) =
FA(U )(z)
(1 − zL)
≡ P(z)Q(z) (mod 2)
ce qui, par la proprie´te´ caracte´ristique (13), implique A(P/Q) = A′.
• 2e`me cas. Si pour tout h ≥ 0, 2h L ∈ A(U), on pose A′ = A(U)\{L, 2L, . . . ,
2h L, . . .} et l’on a
FA′(z) = FA(U )(z)(1 − zL)(1 − z2L) · · · (1 − z2h L) · · · .
En utilisant l’identite´
∞∏
h=0
(1 + X2h ) = 1
1 − X , (25)
par (13) et (24) il vient FA′ (z) ≡ U(z)/(1 − zL) (mod 2) et l’on conclut, comme dans le
premier cas, A(P/Q) = A′ par (13).
Remarque. A l’aide de Maple, pour chacun des 10 795 couples (P, Q) de polynoˆmes de
degre´ infe´rieur ou e´gal a` 7, satisfaisant (19) et Q = 1, nous avons calcule´ l’ordre L de Q,
le polynoˆme U de´fini par (24) et h qui est le plus petit entier tel que 2h L n’appartienne pas
a` A(U); si, pour tout j ≥ 0, 2 j L ∈ A(U), on pose h = ∞. La distribution des 10 795
valeurs de h est donne´e dans le tableau ci-dessous:
h = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ∞
5578 2619 1296 505 474 137 29 19 19 3 3 113
Explicitons le cas P := 1 + X + X2 + X4 + X6, Q = 1 + X3 + X4 + X5. On a L = 14,
U = (1 + X7)/(1 + X)V avec V = 1 + X6 + X9 = T (X3). Comme V est un polynoˆme
en X3, A(V ) = 3A(T ) ne contient que des multiples de 3. Posons
A′ = A(V ) ∪ {1, 7, 14, 28, . . . , 2 j · 7, . . .}.
On a, par (2), (13) et (25)
FA′ (X) = FA(V )(X) 11 − X
∞∏
j=1
1
1 − X2 j 7 ≡
1 + X7
1 + X V ≡ U (mod 2).
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Par l’unicite´ de l’ensemble A(U), il s’ensuit que A′ = A(U); ainsi A(U) contient
2 j L = 14 · 2 j pour tout j ≥ 0 et donc h = ∞.
Proposition 2.2. Soient AP,Q(x) (resp. AU (x)) les fonctions de compte associe´es a`
A(P/Q) (resp. a` A(U)) de´finies par (1), alors, lorsque x → ∞, on a AP,Q(x) =
AU (x) + O(log x).
De´monstration. Appliquons le The´ore`me 2.1. Dans le premier cas, A(P/Q) et A(U)
diffe`rent par un nombre fini de points et, pour x > 2h L, on a AP,Q(x) = AU (x)−h +1 =
AU (x) + O(1).
Dans le deuxie`me cas, on a A(P/Q) = A(U)\G avec G = {2i L, i ≥ 0} et
AP,Q(x) = AU (x) − G(x) avec
0 ≤ G(x) =
∑
0≤i≤ log(x/L)log 2
1 = 1 + (log(x/L))/ log 2 = O(log x)
ainsi notre re´sultat est e´tabli.
3. La pe´riodicite´ de (σ (A(P/Q), 2kn) mod 2k+1)n≥1
Pour n ≥ 1, en de´signant par σ(A(P/Q), n) la fonction de´finie par (4), on a le re´sultat
suivant
The´ore`me 3.1. Soient P, Q ∈ F2[z] satisfaisant (19), et A(P/Q) ⊂ N de´fini par (20),
alors pour tout k ≥ 0, la suite (σ (A(P/Q), 2kn) mod 2k+1)n≥1 est pe´riodique. Si l’on
note par qk la plus petite des pe´riodes, alors on a
qk est impair, (26)
qk divise qk+1 (27)
et pour tout k ≥ k0, on a
qk = q(fixe`). (28)
Remarque. Lorsque Q = 1, ce the´ore`me est de´montre´ dans [1] (voir (17) et (18)). La
de´monstration de [1] peut s’e´tendre au cas Q = 1 (cf. [5], Chapter 1). Nous donnons
ci-dessous une preuve du The´ore`me 3.1 base´e sur le The´ore`me 2.1.
De´monstration. D’apre`s le The´ore`me 2.1, il existe un polynoˆme U ∈ F2[z] et A(U) ⊂ N,
tel que la fonction ge´ne´ratrice FA(P/Q) ve´rifie (24). On e´crit L = 2αβ, avec α ≥ 0 et β
impair. On note, pour j ≥ 0 et k ≥ 0
Sj (n, k) = σ({2 j L}, 2kn) mod 2k+1
=
{
0 si α + j ≥ k + 1 ou β  n
2 j L mod 2k+1 si α + j ≤ k et β | n. (29)
En effet,
(2 j L = 2α+ jβ divise 2kn) et (α + j ≤ k) β | n,
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et (4) implique (29). Pour j et k fixe´s, la suite (Sj (n, k))n≥1 est donc pe´riodique, et
β est une pe´riode. Maintenant, le The´ore`me 2.1 dit qu’il existe dans tous les cas deux
sous-ensembles J+ et J − de {0, 1, 2, . . .}, e´ventuellement vides, tels que, en posant
E+ = {2 j L, j ∈ J +}, E− = {2 j L, j ∈ J −}, on ait
A(P/Q) = A(U) ∪ E+\E−, E− ⊂ A(U), E+ ∩A(U) = ∅.
Il s’ensuit que, pour k fixe´, et n ≥ 1,
σ(A(P/Q), n2k ) ≡ σ(A(U), n2k) +
∑
j∈J+
j≤k−α
Sj (n, k)
−
∑
j∈J−
j≤k−α
Sj (n, k) (mod 2k+1). (30)
Mais, par (17), (σ (A(U), n2k) mod 2k+1)n≥1 est pe´riodique de pe´riode, disons, Tk , et
chaque Sj (n, k) appairaissant dans (30) est, modulo 2k+1, par (29), pe´riodique en n, de
pe´riode β. Il suit donc de (30) que (σ (A(P/Q), n2k ) mod 2k+1)n≥1 est pe´riodique, et que
sa plus petite pe´riode qk ve´rifie
qk divise ppcm(Tk, β). (31)
Comme Tk et β sont impairs, (26) de´coule de (31). La de´monstration de (27) se fait de la
meˆme manie`re que (3)–(9) dans [1]: un diviseur de 2k+1n est soit un diviseur de 2kn soit
un multiple de 2k+1. Il s’ensuit que, avec A = A(P/Q)
σ (A, 2k+1n) ≡ σ(A, 2kn) (mod 2k+1) (32)
et, en substituant n + qk+1 a` n,
σ(A, 2k+1(n + qk+1)) ≡ σ(A, 2k(n + qk+1)) (mod 2k+1). (33)
Comme σ(A, 2k+1n) ≡ σ(A, 2k+1(n + qk+1)) (mod 2k+1) (car qk+1 est une pe´riode de
σ(A, 2k+1n) mod 2k+2 donc aussi de σ(A, 2k+1n) mod 2k+1), on de´duit de (32) et (33)
que
σ(A, 2k(n + qk+1)) ≡ σ(A, 2k+1n) ≡ σ(A, 2kn) (mod 2k+1)
autrement dit, qk+1 est une pe´riode de la suite (σ (A, n2k) mod 2k+1)n≥1; or, la pe´riode
minimale de cette suite est par de´finition qk , ce qui prouve (27).
Pour de´montrer (28), on a d’apre`s (18), Tk = T fixe´ pour tout k > k0. Pour la relation
de divisibilite´, par (27), la suite qk est croissante et est majore´e par ppcm (T, β), ce qui
de´montre (28).
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